Teoreticka ¢ast - 21.12.2021

1. (a) Definujte Gateauxovu derivaci ve sméru a stacionarni bod
funkcionalu (2 body).

(b) Zformulujte zéakladni lemma varia¢niho po¢tu a vétu o Euler-
Lagrangeové rovnici (2 body).

(c) Vétu o Euler-Lagrangeové rovnici dokazte (2 body).

(d) Uvazme Banachuv prostor X = C([1,5]) (s obvyklou ma-
ximovou normou) a funkciondly F,G,H : X — R defi-
nované pro f € X jako F(f) = f(1) a G(f) = f(5) a
H(f) = F()G(f)-

i. Pro h € X \ {0} spoctéte D, (F) a Dy(G).
ii. Rozhodnéte, zda pro h € X \ {0} plati

Dy(H) = F - Dy(G) + Dy(F) - G.

Vse fadné zdiavodnéte (2 body).



2. (a) Definujte bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou
konvergenci (2 body).

(b) Rozhodnéte o platnosti nize uvedenych tvrzeni pro

e {a,} a {b,} posloupnosti realnych funkei definovanych

na (—3,4) a

e funkce a,b: (—3,4) — R splaujici a,, — a a b, — b na

ii.
iii.

iv.

vi.

vil.

. pokud a,, = a na (-3,

(_374):
loc
3,4), potom a, = a na (—3,4),
loc
pokud a,, = a na (—3,4), potom a,, = a na (—3,4),
pokud a, = a na (—3,1) a a, = a na (1,4), potom
a, = a na (—3,4),
loc loc

pokud a, = a na (—3,1) a a, = a na (1,4), potom
loc
a, =2 ana (—3,4),

. pokud a, = a na (—3,4) a b, = b na (—3,4), potom

an + b, = a+bna (—3,4),

pokud a, = a na (—3,4) a b, = b na (—3,4), potom
anb, = abna (—3,4),

pokud a, = ana (—3,4) a |b,| < a, na (—3,4),n € N,
potom b, =2 b na (—3,4).

Vse fadné zduvodnéte (6 bodu).



3. (a) Definujte o-algebru a miru (2 body).

(b) Zformulujte vétu o limité integralu zavislého na parametru
a vétu o derivaci integréalu zavislého na parametru (3 body).

(¢) Vétu o derivaci integralu zavislého na parametru dokazte
(2 body).

(d) Uvazme nésledujici systém podmnozin N:
¥ = {A C N: A je konetna, nebo N\ A je koneéna}.

Je (N, X) méfitelny prostor? Ve fadné zduvodnéte (1 bod).



